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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèß
Ðàçâèò íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèß ñâßçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéí-
øòåéíà è äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèß äëß ãðàâèòèðóþùåãî íåéòðàëüíîãî
ñêàëßðíîãî ïîëß ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ìîäåëèðóþùåãî ÷àñòè-
öó òåìíîé ìàòåðèè. Ïîëó÷åíà ïîëíàß êëàññèôèêàöèß àñèìïòîòè÷åñêè-
ïëîñêèõ ðåøåíèé äëß áåçìàññîâûõ ñêàëßðíûõ ïîëåé è òî÷íîå ÷àñòèöå-
ïîäîáíîå ðåøåíèå ñ ãîðèçîíòîì ñîáûòèé äëß ïîëß ñ ìîäåëüíûì ïîòåí-
öèàëîì. Ïîëó÷åíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, äàþùèå ôîðìàëüíîå ðåøå-
íèå îáðàòíîé çàäà÷è.
The new method of investigation of the coupled system of the Einstein
equations and dynamic equation for the gravitating neutral scalar ﬁeld with
spherical symmetry, modelled the dark matter particle, is developed. Total
classiﬁcation to asymptotically ﬂat solutions for massless scalar ﬁelds and an
exact particle-like solution for the ﬁeld with a model potential are obtained.
The quadrature formulae given formal solution to the inverse problem are
obtained.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñêàëßðíîå ïîëå, òî÷íûå ðåøåíèß, îáðàòíàß çàäà÷à.
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Ââåäåíèå. Ãðàâèòèðóþùèå ñêàëßðíûå ïîëß â íàñòîßùåå âðåìß ðàññìàòðè-
âàþòñß êàê îñíîâà äëß îïèñàíèß íîâîé ôîðìû ìàòåðèè íåáàðèîííîãî òèïà  õî-
ëîäíîé òåìíîé ìàòåðèè [1, 2, 3], ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé íàäåæíî ïîäòâåðæäåíî
àñòðîíîìè÷åñêèìè íàáëþäåíèßìè ïîñëåäíèõ äåñßòè ëåò. Îãðàíè÷åíèß ñâåðõó íà
èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèß ìàññèâíûõ ÷àñòèö òåìíîé ìàòåðèè ñ èçâåñòíûìè
÷àñòèöàìè, ïîëó÷åííûå èç íàáëþäåíèé è ïðßìûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçìåðåíèþ åå
ãîäîâîé ìîäóëßöèè, ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëåå àäåêâàòíî òåìíàß ìàòåðèß ìîäåëè-
ðóåòñß íåéòðàëüíûì (âåùåñòâåííûì) ñêàëßðíûì ïîëåì, êîòîðîå ó÷àñòâóåò òîëü-
êî â ãðàâèòàöèîííîì âçàèìîäåéñòâèè ñ ìèíèìàëüíîé ñâßçüþ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèß çàäà÷à çàêëþ÷àåòñß â ïîèñêå ÷àñòèöåïîäîáíûõ ðåøåíèé ñâßçàííîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèß äëß ñêàëßðíîãî ïîëß
ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé ïðè äîïîëíèòåëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ óñëîâèßõ äëß
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîëíîå äåéñòâèå äëß òàêîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Σ =
∫ (
−1
2
S + Lφ
)√
|g| d4x, Lφ = ε 〈dφ, dφ〉 − V (φ) , (1)
ãäå èñïîëüçóåòñß ãåîìåòðè÷åñêàß ñèñòåìà åäèíèö (G = 1, c = 1), ñêîáêè 〈 , 〉 îáî-
çíà÷àþò ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, S  ñêàëßðíàß êðèâèçíà,
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V (φ) - ïîòåíöèàë ñàìîäåéñòâèß. Ïàðàìåòð ε = ± 1 óíèôèöèðóåò äåéñòâèå äëß ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì
[4, 5].
Ê ÷àñòèöåïîäîáíûì ðåøåíèßì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëß ñêàëßðíîãî ïîëß îò-
íîñßòñß ÷åðíûå äûðû è ðåøåíèß ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîãî ìíîãîîáðàçèß, ïîñêîëüêó â äðóãèõ ñëó÷àßõ îíè ñîäåðæàò ãîëóþ ñèíãó-
ëßðíîñòü [6]. Ê íàñòîßùåìó âðåìåíè èçâåñòíû ëèøü îòäåëüíûå ÷àñòèöåïîäîáíûå
ðåøåíèß; â ÷àñòíîñòè, â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðîâ [7] ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè
ïîëó÷åíî òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñ ôèçè÷åñêè âûäåëåííûì ïîòåí-
öèàëîì. Äëß áåçìàññîâîãî ñêàëßðíîãî ïîëß, êîãäà V = 0, óðàâíåíèß ñóùåñòâåí-
íî óïðîùàþòñß è íàéäåíû ñåìåéñòâà òî÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêè-ïëîñêèõ ðåøåíèé
[8, 9, 10, 11], îäíàêî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ïîëíûé àíàëèç ïðîáëåìû îòñóòñòâóåò.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ßâëßåòñß èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñôåðè-
÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ÷àñòèöåïîäîáíûõ êîíôèãóðàöèé ãðàâèòèðóþùåãî íåéòðàëü-
íîãî ñêàëßðíîãî ïîëß, ñîãëàñîâàííûõ ñ äåéñòâèåì (1). Ìû ðàçâèâàåì ïðèíöèïè-
àëüíî íîâûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà âûäåëåíèè èç ïîëíîé ñèñòåìû äâóõ íåçàâè-
ñèìûõ óðàâíåíèé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî âûáîðà êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèé.
Ýòè óðàâíåíèß îïðåäåëßþò õàðàêòåð ðåøåíèß è ïîçâîëßþò âûäåëèòü ñåìåéñòâà
ðåøåíèé äëß ÷åðíûõ äûð, òîïîëîãè÷åñêèõ ðó÷åê è ÷àñòèöåïîäîáíûõ êîíôèãó-
ðàöèé ñ åäèíñòâåííî âîçìîæíîé (â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå) òîïîëîãè-
åé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè R×R3#RP3 . Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëßåò ïðîâåñòè ïîëíóþ
êëàññèôèêàöèþ ðåøåíèé c áåçìàññîâûì ïîëåì, ïîëó÷èòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû
äëß èññëåäîâàíèß íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è è íàéòè îòäåëüíûå òî÷íûå ðåøå-
íèß äëß ïîëåé ñ ïîòåíöèàëîì.
1. Ðåäóêöèß ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåñòàöèîíàðíóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëß äåéñòâèß (1) ñ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà
T = 2ε dφ⊗ dφ− (ε 〈dφ, dφ〉 − V ) g
è ìåòðèêîé ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
g = A2dt⊗ dt−B2dr ⊗ dr − C2(dθ ⊗ dθ + sin2 θ dϕ⊗ dϕ), (2)
óäîáíî çàïèñàòü, ñëåäóß ðàáîòàì [12, 13], â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå âåêòîðíûõ
ïîëåé
e0 =
1
A
∂t , e1 =
1
B
∂r , e2 =
1
C
∂θ , e3 =
1
C sin θ
∂ϕ ,
è äóàëüíîì áàçèñå 1-ôîðì
e0 = Adt , e1 = B dr , e2 = C dθ , e3 = C sin θ dϕ ,
ãäå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè A, B, C è ïîëå φ çàâèñßò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ r è t.
Â íàøåì ñëó÷àå ïîëíàß ñèñòåìà óðàâíåíèé è óðàâíåíèß ïîëß 2φ+(ε/2)V ′φ = 0
ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèß
−2C(1)(1)
C
+ 2
B(0)C(0)
BC
−
C2(1) − C2(0) − 1
C2
= ε(φ2(1) + φ
2
(0)) + V , (3)
−2C(0)(0)
C
+ 2
A(1)C(1)
AC
+
C2(1) − C2(0) − 1
C2
= ε(φ2(1) + φ
2
(0))− V , (4)
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−2C(0)(1)
C
+ 2
B(0)C(1)
BC
≡ −2C(1)(0)
C
+ 2
A(1)C(0)
AC
= 2εφ(0)φ(1) , (5)
φ(0)(0) − φ(1)(1) + φ(0)
(BC2)(0)
BC2
− φ(1)
(AC2)(1)
AC2
+
ε
2
V ′φ = 0 , (6)
ãäå, êàê îáû÷íî, èíäåêñ â êðóãëûõ ñêîáêàõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëå-
íèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñíîãî ïîëß, íàïðèìåð, φ(1) ≡ e1φ = (1/B)∂rφ. Äâà
îñòàâøèõñß íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèß Ýéíøòåéíà ñîâïàäàþò è ßâëßþòñß ñëåä-
ñòâèåì óðàâíåíèé (3)  (5) â ñèëó òîæäåñòâà Áèàíêè è êîíñåðâàòèâíîñòè òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà.
Â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâî-âðåìß ßâëßåòñß ñëîåíèåì ïîäìíîãî-
îáðàçèé ñ òîïîëîãèåé R × S2 , åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïàðàìåòðèçîâàííûõ çíà÷å-
íèåì ôóíêöèè C, êîòîðîå îïðåäåëßåò ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íà ñîîòâåòñòâóþùåì
ïîäìíîãîîáðàçèè íåçàâèñèìî îò âûáîðà êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèé. ×åðíûå äûðû è
÷àñòèöåïîäîáíûå êîíôèãóðàöèè áåç ãîðèçîíòà ñîáûòèé ñîîòâåòñòâóþò, âîîáùå ãî-
âîðß, ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèßì, äëß êîòîðûõ ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè A, B è ïîëå
φ ßâëßþòñß ôóíêöèßìè îò C = C(t, r), íî âíå ãîðèçîíòà (äëß ÷åðíûõ äûð) èëè
âíå òîïîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòè (äëß òîïîëîãè÷åñêîé ðó÷êè èëè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ñ òîïîëîãèåé R×R3#RP3 ) ìåòðè÷åñêàß ôóíêöèß C ìîæåò áûòü âûáðàíà â
êà÷åñòâå ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû è ðåøåíèå â ýòîé îáëàñòè ßâëßåòñß ñòàòè÷åñêèì.
Ïîýòîìó ôóíêöèß f = − < dC, dC >≡ C2(1)−C2(0) äëß ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé òàê-
æå çàâèñèò òîëüêî îò C. Äëß èññëåäîâàíèß àñèìïòîòè÷åñêè-ïëîñêèõ ñôåðè÷åñêè-
ñèììåòðè÷íûõ ÷àñòèöåïîäîáíûõ êîíôèãóðàöèé ãðàâèòèðóþùèõ ïîëåé ðàçëè÷íûõ
òèïîâ, â òîì ÷èñëå ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà, ìû âûäåëßåì óðàâíåíèß äëß ôóíêöèè f è
ïîëåâûõ ôóíêöèé (â íàøåì ñëó÷àå φ) èç ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïðåæäå âñå-
ãî îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîé êàëèáðîâêå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé A, B, φ è f âäîëü
áàçèñíûõ ïîëåé e0, e1, âûðàæàþòñß ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè C; â ÷àñòíîñòè,
φ(0) = φ ′C C(0) , φ(1) = φ
′
C C(1) , f(0) = f
′
C C(0) , f(1) = f
′
C C(1) , (7)
ïîýòîìó óðàâíåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
φ ′′C (C
2
(0)−C2(1)) + φ ′C
(
C(0)(0) − C(1)(1) + C(0)
(BC2)(0)
BC2
− C(1)
(AC2)(1)
AC2
)
+
ε
2
V ′φ = 0 ,
(8)
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèß äëß B(0)/B è A(1)/A èç (5) â óðàâíåíèß (3) è (4), è
óìíîæèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèß íà C2C1 è C2C0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå ïåðåõîäà ê
ïðîèçâîäíûì ïî C ñîãëàñíî (7), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëß f è φ, êàê ôóíêöèé
îò ïåðåìåííîé C. Äàëåå, ðàçíîñòü óðàâíåíèé (3) è (4) äàåò ðàâåíñòâî
C(0)(0) − C(1)(1) + C(0)
(BC2)(0)
BC2
− C(1)
(AC2)(1)
AC2
=
C2(1) − C2(0) − 1
C2
+ CV ,
ïîýòîìó óðàâíåíèå (8) äëß ïîëß òàêæå ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ òîëüêî f è
φ.
Óðàâíåíèß, îïðåäåëßþùèå õàðàêòåð ðåøåíèß, âûäåëåííûå óêàçàííûì ñïîñî-
áîì èç ïîëíîé ñèñòåìû (4)  (6), èìåþò âèä
Cf ′C +
(
1 + C2φ ′C
2
)
f − 1 + C2V = 0 , (9)
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fφC
′′ +
1
C
φ ′C(1 + f − C2V ) −
ε
2
V ′φ = 0 . (10)
Ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü ìàññèâíîé ÷àñòèöû õîëîäíîé òåìíîé ìàòåðèè äîëæ-
íà óäîâëåòâîðßòü åñòåñòâåííîìó òðåáîâàíèþ: ÷àñòèöà ïðîßâëßåò ñåáß òîëüêî ïî-
ñðåäñòâîì åå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëß, êîòîðîå â íüþòîíîâñêîì ïðåäåëå, ò. å. ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèßõ C, ñîâïàäàåò ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì ÷àñòèöû
îáû÷íîãî âåùåñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, àñèìïòîòèêà ìåòðèêè äîëæíà áûòü øâàðö-
øèëüäîâîé, à íåñëîæíûé àíàëèç óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî
ïðè óñëîâèè àíàëèòè÷íîñòè φ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó, ìû çàðàíåå èñêëþ÷àåì
èíóþ àñèìïòîòèêó, íàïðèìåð, φ ∼ exp(−kC)/C , C → ∞ , êîòîðàß ñîîòâåòñòâóåò
ñèíãóëßðíûì ïëîñêèì ðåøåíèßì óðàâíåíèß Êëåéíà-Ãîðäîíà-Ôîêà.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå îáùàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëß ïîäñèñòåìû (9), (10)
ñîäåðæèò ëèøü àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèß
f = 1− 2m
C
+O
(
1
C2
)
, φ = φ(∞) +
p
C
+O
(
1
C2
)
, V = O
(
1
C4
)
, C →∞ , (11)
ãäå m,φ(∞)  âåùåñòâåííûå ïîñòîßííûå, à óñëîâèå äëß V ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì
ïðßìîé ïîäñòàíîâêè ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé â óðàâíåíèß.
Ñëåäóþùèì øàãîì ïîñëå ðåøåíèß çàäà÷è (9), (10), (11) ßâëßåòñß ðàçäåëåíèå
âñåõ ðåøåíèé íà ÷åòûðå ñåìåéñòâà, îïèñûâàþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðíûå äûðû,
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ìíîãîîáðàçèß ñ òîïîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ, ðåãó-
ëßðíûå ÷àñòèöåïîäîáíûå êîíôèãóðàöèè è ãîëûå ñèíãóëßðíîñòè, íå èìåþùèå, êàê
ïðèíßòî ñ÷èòàòü, ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ðàâåíñòâî f = 0 ìîæåò äîñòèãàòüñß èëè
íà ãîðèçîíòå ñîáûòèé, ãäå 1-ôîðìà dC = C(0)e0 + C(1)e1 èçîòðîïíà, dC è f ′C íå
ðàâíû íóëþ, èëè íà òîïîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòè, ãäå dC = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
f = 0 èëè â òî÷êàõ ãîðëîâèíû òîïîëîãè÷åñêîé ðó÷êè, èëè  äëß ÷àñòèöåïîäîáíûõ
ðåøåíèé  íà ïîäìíîãîîáðàçèè ñ òîïîëîãèåé R × RP2 [6] . Åñëè f > 0 äëß âñåõ
C > 0, òî ìû èìååì ëèáî ðåãóëßðíîå ðåøåíèå (f(0) = 1 , φ ′C(0) = 0 ) íà R4 , ëèáî
ãîëóþ ñèíãóëßðíîñòü (f →∞ ïðè C → 0).
Äàëåå, äëß ïîëíîãî îïðåäåëåíèß ìåòðèêè è ïîëß, íåîáõîäèìî âûáðàòü êàëèá-
ðîâêó, íàéòè ðåøåíèå C(t, r) óðàâíåíèß
C2(1) − C2(0) = f(C) , (12)
à òàêæå ðåøèòü óðàâíåíèå (5). Èñêëþ÷åíèåì ßâëßåòñß âûáîð ñòàòè÷åñêîé êàëèá-
ðîâêè, êîãäà C âûáèðàåòñß â êà÷åñòâå ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû, C(0) ≡ 0 è óðàâíå-
íèå (5) âûïîëíßåòñß òîæäåñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå
(4), êîòîðîå ñòàíîâèòñß íåçàâèñèìûì.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, â îñíîâíîì ïîñðåäñòâîì ðàññóæäåíèé â îáðàòíîì ïîðßä-
êå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (9), (10), (12) è (5) (èëè (4)  â ñòàòè÷åñêîé êàëèáðîâêå)
äëß ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå (3)  (6).
2. Còàòè÷åñêàß êàëèáðîâêà è êîîðäèíàòû òèïà Êðóñêàëà. Äëß íåêî-
òîðûõ òèïè÷íûõ êàëèáðîâîê ðåøåíèß äëß ôóíêöèè A óäàåòñß ïîëó÷èòü â âèäå
êâàäðàòóðû. Â ÷àñòíîñòè, âûáîð â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè ñòàòè÷åñêèõ êîîðäè-
íàò è çàìåíà ïðîèçâîäíûõ ñîãëàñíî ôîðìóëàì A(0) = A ′C C(0) , A(1) = A ′C C(1) è
(12), ïðèâîäèò óðàâíåíèå (4) ê âèäó
fC(lnA2) ′C + f − 1 = εφ ′C2C2f − C2V .
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Ðåøåíèß ýòîãî óðàâíåíèß, ñîãëàñîâàííûå ñ àñèìïòîòèêîé (11), äàåò êâàäðàòóðà
A2 =
1
C
exp
{∫ C
∞
(1/(fC) + F − CV/f) dC
}
, (13)
ãäå ôóíêöèß F (C) îïðåäåëßåòñß èíòåãðàëîì
F =
∫ C
∞
εφ ′C
2
CdC . (14)
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèß F (C) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîð-
äèíàò t, r è èñïîëüçóåòñß íèæå äëß ïðîèçâîëüíûõ êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèé. Íàïðî-
òèâ, ìåòðè÷åñêàß ôóíêöèß A2 â (13), òàêæå çàäàííàß ôîðìóëîé áåç ßâíîé çàâè-
ñèìîñòè îò êîîðäèíàò, íå ßâëßåòñß êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíîé, ïîñêîëüêó óñëî-
âèå C = C(r) èëè, ýêâèâàëåíòíî, C(0) ≡ 0 îïðåäåëßåò âèä óðàâíåíèß, èç êîòîðîãî
êâàäðàòóðà ïîëó÷åíà. Òåì íå ìåíåå, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé
òîëüêî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû âñå åùå îñòàåòñß, ïîýòîìó ìåòðè÷åñêàß ôóíêöèß
B(r) ìîæåò áûòü, â ïðèíöèïå, âûáðàíà ïðîèçâîëüíî. Åñòåñòâåííûé êëàññ êàëèá-
ðîâî÷íûõ óñëîâèé âûäåëßåòñß àñèìïòîòèêîé B ∼ 1, r →∞ (ïðè ýòîì C ∼ r).
Ñòàöèîíàðíàß êàëèáðîâêà, ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåìàß ïðè èññëåäîâàíèè ðåøå-
íèé ñ ãîðèçîíòîì ñîáûòèé, çàäàåò êîîðäèíàòû òèïà Êðóñêàëà è õàðàêòåðèçóåòñß
óñëîâèßìè
A = B , C = C(τ) , τ(t, r) = r2 − t2.
Èñïîëüçóß âûðàæåíèß
C(0) = −2t
A
C ′τ , C(1) =
2r
A
C ′τ ,
C(0)(1)
C(0)C(1)
=
C ′′τ
C ′τ
2 −
A ′C
A
äëß ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì, ïðèâåäåì óðàâíåíèß (12) è (5) ê âèäó
4τC ′τ
2 = fA2 , (lnA2) ′C = (lnA
2) ′C + εφ
′
C
2
C . (15)
Èíòåãðèðóß ñèñòåìó óðàâíåíèé (15), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèß
exp
{
k
∫ (
e−F /f
)
dC
}
= τ , A2 = (f/τ) e2F , (16)
ãäå êâàäðàòóðà íåßâíî îïðåäåëßåò ôóíêöèþ C(τ), à ïîñòîßííàß èíòåãðèðîâàíèß
k îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß èç òðåáîâàíèß àíàëèòè÷íîñòè C(τ) íà ãîðèçîíòå ñî-
áûòèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèß (16) ßâëßþòñß àâòîìîäåëüíûìè îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé τ = r2− t2 è, ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà-
íèé r′ − t′ = (r − t)k/2 , r′ + t′ = (r + t)k/2 , k 6= 0, êîòîðûå, âìåñòå ñî ñäâèãàìè è
ìàñøòàáíûìè ïðåîáðàçîâàíèßìè êîîðäèíàò, èñ÷åðïûâàþò ñâîáîäó âûáîðà ñòàöè-
îíàðíîé êàëèáðîâêè òèïà Êðóñêàëà.
3. Êëàññèôèêàöèß ðåøåíèé äëß áåçìàññîâîãî ñêàëßðíîãî ïîëß. Ïðè
îòñóòñòâèè ñàìîäåéñòâèß ïîëß, êîãäà V (φ) = 0, ñèñòåìà óðàâíåíèé (9), (10) ïðè-
âîäèòñß ê âèäó
f ′ξ + (1 + εφ
′
ξ
2)f − 1 = 0 , fφ ′′ξ + φ ′ξ = 0 , ξ = ln(C) . (17)
16 ÍÈÊÎÍÎÂ Â.Â., ÖÈÐÓËÅÂ À.Í., ×ÅÌÀÐÈÍÀ Þ.Â.
Èñêëþ÷àß èç ýòèõ óðàâíåíèé f , ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî φ, äëß êîòîðîãî
ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä
φ ′′ξ = εφ ′ξ
3 − 2αφ ′ξ2 − φ ′ξ , α ∈ R. (18)
Óðàâíåíèå (18) ëåãêî èíòåãðèðóåòñß è ïîçâîëßåò ïðîâåñòè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ
àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèõ ðåøåíèé äëß áåçìàññîâîãî ñëó÷àß. Îòìåòèì, ÷òî òàêàß
êëàññèôèêàöèß, ïîëó÷åííàß íåçàâèñèìî îò âûáîðà êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèé, â ëè-
òåðàòóðå îòñóòñòâóåò.
Äàëåå ìû ïîëàãàåì α > 0, íå òåðßß îáùíîñòè, ïîñêîëüêó óðàâíåíèß (17) íå ìå-
íßþòñß ïðè φ→ −φ, à óðàâíåíèå (18) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèß
(φ, α) → (−φ,−α). Â çàâèñèìîñòè îò êîìáèíàöèè çíàêîâ ε è α2 + ε ñóùåñòâóþò
òðè ñåìåéñòâà ðåøåíèé, ñîãëàñîâàííûõ ñ àñèìïòîòèêîé (11).
1) ε = 1 . Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé íàéäåíî â [8, 9] â äðó-
ãîé ôîðìå äëß êîíêðåòíîé êàëèáðîâêè, îäíàêî, àíàëèç óðàâíåíèé (17), (18) ïî-
êàçûâàåò, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Âñå ðåøåíèß â ýòîì ñëó÷àå ñîäåðæàò ãîëûå
ñèíãóëßðíîñòè è ïîýòîìó íå ïðåäñòàâëßþò ñóùåñòâåííîãî èíòåðåñà.
2) ε = −1 , α2 − 1 > 0 . Ðåøåíèß ñèñòåìû (17) è êâàäðàòóðà (13) íåßâíî îïðå-
äåëßþò φ, f è A êàê ôóíêöèè C ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
eαφ sh(
√
α2 − 1φ− δ) = −
√
α2 − 1/C, δ = arsh(
√
α2 − 1) , (19)
f = sh2(
√
α2 − 1φ)/(α2 − 1) , (20)
A = eα(φ− φ(∞)) , φ(∞) = δ/
√
α2 − 1 . (21)
Ïðè α = 1 ðåøåíèå èìååò âèä
eφ (φ− 1) = −1/C , f = φ2 , A = e(φ− 1)
è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî î÷åâèäíûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â (19)  (21) èëè íåïî-
ñðåäñòâåííî; ýòî ðåøåíèå ßâëßåòñß ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó ñåìåéñòâàìè ðåøåíèé.
Ëåâàß ÷àñòü óðàâíåíèß (19) èìååò ìèíèìóì ïðè φ = 0 , à çíà÷èò è C äîñòèãàåò
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèß. Âñëåäñòâèå ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé (17),
ïîñòîßííàß èíòåãðèðîâàíèß â ýòîì óðàâíåíèè áåç ïîòåðè îáùíîñòè âûáðàíà òàê,
÷òîáû ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå C ðàâíßëîñü 1. Êàê âèäíî èç (20), ïðè ýòîì è ôóíê-
öèß f äîñòèãàåò ìèíèìóìà: f(1) = 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ãîðèçîíò
ñîáûòèé îòñóòñòâóåò, à ïîëó÷åííûå ðåøåíèß ïðåäñòàâëßþò òîïîëîãè÷åñêèå ðó÷êè,
íåñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ãîðëîâèíû [9].
Äëß îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì êîíêðåòíûå êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèß, ïîëàãàßB ≡
1 è C ∼ r, r → ∞ . Òîãäà C(0) = 1 , φ(0) = 0 , r∗(α) < r < ∞ , ãäå r∗(α) < 0 ;
çàìåòèì, ÷òî C íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè r → r∗(α) + 0 (ðèñ. 1).
3) ε = −1 , α2 − 1 < 0 . Âñå ðåøåíèß îïðåäåëßþòñß ñîîòíîøåíèßìè
eαφ sin(
√
1− α2 φ− δ) = −
√
1− α2/C, f = cos2(
√
1− α2 φ)/(1− α2) ,
A = eα(φ− φ(∞)) , δ = arccos(
√
1− α2) , φ(∞) = δ/
√
1− α2 .
Àíàëèç ðåøåíèé êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àåòñß îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àß çà èñêëþ÷å-
íèåì ðåøåíèß ñ α = 0 . Ïðè 0 < α < 1 ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ìíîãîîáðàçèå
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Ðèñ. 1: Ôóíêöèè f(C), C(r) è φ(r)
òàêæå ßâëßåòñß àñèììåòðè÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ðó÷êîé, îäíàêî φ îñòàåòñß êîíå÷-
íûì ïðè âñåõ C.
Ïðè α = 0 òîïîëîãèß íå îïðåäåëßåòñß ðåøåíèåì îäíîçíà÷íî è ïðîñòðàíñòâî-
âðåìß ìîæåò áûòü ëèáî òîïîëîãè÷åñêîé ðó÷êîé, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ãîð-
ëîâèíû, ëèáî áûòü ãîìåîìîðôíûì R×R3#RP3 ; ýòî ðåøåíèå â ñòàòè÷åñêîé êàëèá-
ðîâêå ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî èç èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ýéíøòåéíà è îáñóæäàëîñü â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [7].
4. Îáðàòíàß çàäà÷à. Óìíîæèâ óðàâíåíèå (10) íà φ ′C è èñêëþ÷èâ èç íåãî V
è V ′C ñ ïîìîùüþ (9), ïîëó÷èì óñëîâèå ñâßçè
C2f ′′C + 3χf
′
C + 2
(
Cχ ′C + χ
2 − 1) f + 2 = 0 , χ = C2φ ′C2 , (22)
ìåæäó f è φ, êîòîðîå âûïîëíßåòñß äëß ëþáîãî ðåøåíèß ñèñòåìû (9), (10), íåçàâè-
ñèìî îò ôîðìû ïîòåíöèàëà (â òîì ÷èñëå è ïðè V = 0). Ðàññìàòðèâàß (22) êàê
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî f , çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèß f = C2e−2F ßâëßåòñß ÷àñò-
íûì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèß (22) èìååò âèä
f = C2e−2F
{
a + 6m
∫ C
∞
eF
C4
dC − 2
∫ C
∞
Q
eF
C4
dC
}
, (23)
ãäå F (C) è Q(C) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèåì (14) è
Q =
∫
eF dC , Q = C + o(1) , C →∞ . (24)
Ïîñòîßííàß a ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò íóëß äëß êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé. Äàëåå
ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèå ðåøåíèß, äëß êîòîðûõ óñëîâèå
a = 0 íåîáõîäèìî, ïðè÷åì âûáîð ïîñòîßííîé èíòåãðèðîâàíèß äëß ôóíêöèè Q(C)
óæå ñîãëàñîâàí ñ àñèìïòîòèêîé (11).
Ñìûñë ïîëó÷åííîé êâàäðàòóðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà äàåò ôîðìàëüíîå ðåøå-
íèå îáðàòíîé çàäà÷è äëß óðàâíåíèé (9), (10). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ â êâàäðà-
òóðó ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ è ìîíîòîííóþ (èëè êóñî÷íî ìîíîòîííóþ, íî â ýòîì
18 ÍÈÊÎÍÎÂ Â.Â., ÖÈÐÓËÅÂ À.Í., ×ÅÌÀÐÈÍÀ Þ.Â.
ñëó÷àå íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèßì ñøèâêè äëß ïîòåí-
öèàëà) ôóíêöèþ φ(C), ìû ïîëó÷èì f(C), à çàòåì èç (9) íàéäåì
V (C) =
1
C2
(
1 − f − C2φ ′C2f − Cf ′C
)
. (25)
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèì ïîòåíöèàë V (φ) . Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ïîëó÷èì òî÷íîå (ìîäåëüíîå) ðåøåíèå äëß ãðàâèòèðóþùåãî ñêàëßðíîãî ïîëß ñ
ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû.
Âûáèðàß
φ = arsh(p/C) ,
íàéäåì eF = C/
√
C2 + p2 , Q =
√
C2 + p2 , òàê ÷òî èíòåãðàëû â êâàäðàòóðå (23)
ëåãêî âû÷èñëßþòñß è ðåçóëüòàòû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
f = (1 +
p2
C2
)
{
1 + 3m
(
C2
p3
arsh
p
C
−
√
C2 + p2
p2
)}
, (26)
V =
3m
p3
(
3 shφ chφ − φ (2 sh2φ+ 3)) .
Ïîñòðîåííàß ìîäåëü îïèñûâàåò ÷åðíóþ äûðó ñ äâóìß ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè 
ìàññîé m è ¾ñêàëßðíûì çàðßäîì¿ p (ðèñ. 2).
f
C
0
0.5
–1
1
10 20
φ
V
–10
–30
1
Ðèñ. 2: Ôóíêöèè f(C) è V (φ)
Ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëà îïðåäåëßþùèå óðàâíåíèß ïåðåñòàþò áûòü ìàñøòàáíî
èíâàðèàíòíûìè. Â äàííîì ðåøåíèè ïîòåíöèàë V (φ) ßâëßåòñß ÷åòíîé ôóíêöèåé è
íå ìåíßåòñß ïðè çàìåíå p íà −p. ×åðíûì äûðàì ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèß ñ ïîëîæè-
òåëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ìàññîé, à ïðè m < 0 ìû ïîëó÷àåì ãîëóþ ñèíãóëßðíîñòü.
Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå C íà ãîðèçîíòå ñîáûòèé ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò ñ ðîñòîì m è ìîæåò áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì; ÷òîáû åãî ïî-
ëó÷èòü, íåîáõîäèìî ÷èñëåííî ðåøèòü óðàâíåíèå f = 0. Íàïðèìåð, ïðè m = 1
ïîëó÷èì C ≈ 1.847459 p .
Ïîâåäåíèå äàííîãî ðåøåíèß óêàçûâàåò íà ôèçè÷åñêóþ ñîäåðæàòåëüíîñòü è ðàç-
íîîáðàçèå èíòåðïðåòàöèé ìîäåëåé ñ âåùåñòâåííûì ãðàâèòèðóþùèì ñêàëßðíûì
ïîëåì, ïðè÷åì ãëàâíîé ïðîáëåìîé ñòàíîâèòñß âûáîð ïîòåíöèàëà ìîäåëè. Äåéñòâè-
òåëüíî, êâàäðàòóðà ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå òî÷íûå ðåøåíèß.
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Íàïðèìåð, âûáèðàß F = ln
{
(c2 + k2)/(c2 + 1)
}
, ÷òî äëß φ äàåò íåïîëíûé ýëëèï-
òè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà, ìû ïîëó÷èì äëß âñåõ 0 < k < 1 ñåìåéñòâî ðåøåíèé,
êîòîðûå ßâëßþòñß ÷åðíûìè äûðàìè äëß m > 0 è ðåãóëßðíûìè ðåøåíèßìè äëß
m = 0.
Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð íå áûëî èçâåñòíî íèêàêèõ òî÷íûõ ðåøåíèé äëß ãðà-
âèòèðóþùåãî íåéòðàëüíîãî ñêàëßðíîãî ïîëß ñ ïîòåíöèàëîì.
Çàêëþ÷åíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÷àñòèö òåìíîé ìàòåðèè, îñíîâàííûå íà
áåçìàññîâîì ñêàëßðíîì ïîëå, îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, êîòîðûå, ïî-âèäèìîìó, òðóäíî
ñîãëàñîâàòü êàê ñ îñíîâíûìè êîíöåïöèßìè êâàíòîâîé òåîðèè, òàê è ñ èìåþùèìè-
ñß ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âî-ïåðâûõ, áåçìàññîâûå ÷àñòèöåïîäîáíûå ðå-
øåíèß ñóùåñòâóþò òîëüêî äëß ïîëåé ñ îòðèöàòåëüíûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì. Â
êëàññè÷åñêîé òåîðèè íàðóøåíèå ñëàáîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óñëîâèß íå ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èßì, îäíàêî â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëß îíî ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòßì â
ïðîöåññàõ ðîæäåíèß ïàð â ïîëå òàêîé ÷àñòèöû. Âî-âòîðûõ, áåçìàññîâûå ÷àñòèöû
íå èìåþò è ãðàâèòàöèîííîé ìàññû, îïðåäåëßåìîé ïî íüþòîíîâñêîé àñèìïòîòèêå
ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèß, ïðîßâëßß ïðè ýòîì ñêîðåå ñâîéñòâà ãðàâèòàöè-
îííîãî îòòàëêèâàíèß, ÷åì ïðèòßæåíèß. Òåì íå ìåíåå, áåçìàññîâûå ðåøåíèß ìîãóò
ïðåäñòàâëßòü èíòåðåñ â äðóãèõ ñèòóàöèßõ, ìîäåëèðóß òàê íàçûâàåìóþ ¾ýêçîòè-
÷åñêóþ¿ ìàòåðèþ [3, 4, 14]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êâàçè÷àñòèöû ãðàâèòèðóþùåãî
âåùåñòâåííîãî ñêàëßðíîãî ïîëß ñ ïîòåíöèàëîì, ïðåäñòàâëßåìûå òîëüêî ðåøåíèß-
ìè ñ ãîðèçîíòîì ñîáûòèé, îáëàäàþò âñåìè ïðåäïîëàãàåìûìè ñâîéñòâàìè òåìíîé
ìàòåðèè. Ïðåäñòàâëåííîå âûøå ðåøåíèå ñ ìîäåëüíûì ïîòåíöèàëîì çàâèñèò îò
äâóõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, à â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè åãî ñâîéñòâà îïðåäå-
ëßþòñß òîëüêî îäíèì ïàðàìåòðîì  ãðàâèòàöèîííîé ìàññîé. Èíòåðåñíî îòìåòèòü,
÷òî ýòè âûâîäû â öåëîì ñîîòâåòñòâóþò ðàáîòàì [3, 14, 15], â êîòîðûõ ïðèâîäßòñß
ñîâåðøåííî èíûå, â îñíîâíîì ýìïèðè÷åñêèå, àðãóìåíòû.
Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèß ãðàâèòèðóþùèõ ñêàëßðíûõ ïîëåé ñ
ïîòåíöèàëîì íà îñíîâå ðàçâèòîãî ïîäõîäà, ñâßçàíû, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ ðåøåíè-
åì îáðàòíîé çàäà÷è. Íåîáõîäèìî íàéòè âûäåëåííûå ïî ñâîéñòâàì ðåøåíèé ïîòåí-
öèàëû èëè êëàññû ïîòåíöèàëîâ, èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïîä ãîðèçîíòîì
ñîáûòèé, âûßñíèòü òèï ñèíãóëßðíîñòè è âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèß äâóõ èëè
áîëåå ãîðèçîíòîâ, êàê â ìîäåëßõ ñ äèëàòîíîì. Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâà-
íèé ßâëßåòñß ïðèìåíåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â äàííîé ðàáîòå
äëß ôîðìàëüíîãî ðåøåíèß îáðàòíîé çàäà÷è, â ðåøåíèè êîñìîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ ñî
ñêàëßðíûì ïîëåì [15], êîòîðûå èìåþò ñõîäíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó.
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